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Soient G un groupe de Lie reel connexe semi-simple a centre fini, K un sous- 
groupe compact maximal, 9 l’espace des fonctions Cm 8 support compact sur 
G/K, zW’ le sow espace de 9 forrne des elements qui sont K-invariants. Lorsque, 
de plus, le groupe G est muni d’une structure complexe il resulte de Zelobenko 
(Math. USSR lav. 3 (1969), 881-915; 1183-1217) que l’etude des transformies 
de Fourier des elements de B se ramene, par des methodes algebriques, a celle 
des elements de 9s. Nous montrons que, grace aux rtsultats de Kostant (Bull. 
dmer. Math. Sot. 75 (1969), 627-642), il en est de m&me dans le cas g&&al. 
On obtient ainsi une nouvelle demonstration -plus simple - du theoreme de 
Paley-Wiener sur G/K (dQ a Helgason (Ann. of Math. 98 (1973), 451-479)), 
ainsi que des renseignements sur la structure du sous espace go de 9, forme 
des elements K-finis, consider& comme module sur 9. 
1. NOTATIONS 
Soient G un groupe de Lie reel connexe semi-simple a centre fini, g son 
algebre de Lie, g = f @ t) une decomposition de Cartan de g, g = f @ a @ n 
une decomposition d’Iwasawa, et G = KAN la decomposition d’lwasawa de 
G-associee: K est le sous-groupe compact maximal de G, d’algebre de Lie I, A 
(resp. N) est le sous groupe analytique de G d’algebre de Lie a (resp. n). 
Soient IdI le centralisateur de A dans K, M* le normalisateur de A dans K 
et IV = M*/M le groupe de Weyl de G par rapport B A. 
On note a* le dual complexe de a et aa* son dual reel on a a* = a,* + iaa*. 
Soient A le systeme des racines de g par rapport %‘a, A+ C A un choix de 
racines positives, A, le sous ensemble de A+ form6 des racines (Y telles que 42 ne 
soit pas racine; on appelle (zi ,..., ~1~ les racines simples de A+ oh r est le rang reel 
de G. 
Soit B la forme de Killing sur g. Sa restriction a a delinit une structure d’espace 
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euclidien sur a. Elle dkfinit aussi une structure d’espace hermitien sur a*. On 
notera 11 11 les normes dkfinies par ces structures. 
Pour tout (Y EA, on note H, I’unique ClCment de a tel que pour tout HE (I 
CL(H) = 0 si et seulement si B(H, HJ = 0, et ol(H,) = 2. Pour tout X E a* on 
pose A, = X(H,). Pour tout 01 E A on appelle na le sous espace radiciel associk g 
OL et on note m, la dimension de nAd; 11 = @JaeAO (n* @ ~9~). Posons 
VHECI p(H) = +tr ad(H)’ : on a p = c ($Yz, + m,,) oi. 
aE 4, 
Le groupe de Weyl LY agit par la reprksentation adjointe (resp. co-adjointe) 
sur a (resp. a*): si w E kV, HE a (resp. A E a*) on note wH (resp. WA) le trans- 
form& de H (resp. A) par w. 
Si g E G, on dkigne par H(g) l’unique ClCment de a tel que g E K exp( H(g))N. 
On normalise les mesures de Haar dg, dk, da, dn sur G, K, A, N de manikre 
i ce que 
[ f(g) dg = lKXAXNf(kan) u2r, dk da dn. 
‘G 
(1) 
Soient U l’algkbre enveloppante de g et p: S(g) --+ U l’application de symktrisa- 
tion; pour tout 1) C g, sous espace vectoriel, on note U(s) l’image par /3 de S(t)). 
On note II’ le cornmutant de f dans U. 
Soit 8: g + g l’automorphisme de Cartan associk B la dkcomposition g = f @ r). 
On pose, pour X, YE g, (X, Y’ = --B(X, e(Y)): c’est un produit scalaire 
euclidien sur g dont la restriction g a est la mCme que celle de B. On note 9,. la 
boule ouverte rayon Y de centre 0 dans a. Ce produit scalaire sur g induit sur G/K 
une structure d’espace riemannien symktrique telle que la composante neutre 
du groupe des isomktries soit le groupe des actions de G sur G/K et K soit le 
stabilisateur dans G du point eK. Si V,. est la boule ouverte de rayon Y de centre 
eK dans G/K alors I’, est l’image par la projection canonique de G sur G/K de 
K exp (B,)K. Pour tout g E G la famille des (g . F’,.]r,O forme une base de 
voisinages ouverts de gK dans G/K. 
2. LA SBRIE PRINCIPALE SPHBRIQUE DES REPR~ENTATIONS DE G 
Pour tout A E a* on appelle X,,z l’espace des fonctions C= sur G vCrifiant 
cp(gman) = a-‘“++o) gc G, mEM, aEA, TlEN. (2) 
X,= est muni d’une structure de G-module pour I’action de G par les trans- 
lations 2 gauche. On note I7,, la reprksentation de G dans X,,~. X,,-; est aussi 
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muni d’une structure de U-module, la representation de U darts XAw, toujours 
notee I7, , etant dtYmie par: 
WLV v(g) = 1 cp(exp(-t-y) g)/f=o  x * v(g) XE g. (3) 
Soit X= l’espace des fonctions Cm sur K/M que l’on identifie a I’espace des 
fonctions C” sur K invariantes 5 droite par M. Soit h E a*, on definit une 
application r,3 : X,,a --f Xm en posant VT E XAm r,(q) = v lx; si Xi”- est muni de la 
structure de K-module restriction de sa structure de G module Q K et si Xa est 
consider6 comme un sous K-module de L”(K) pour la representation reguliere 
gauche, yA est un isomorphisme de K modules entre XAw et Xx. On peut trans- 
porter la structure de G-module ou de U-module de XAm a X par Y,* . On note 
encore II, la representation de G ou de II dans X”. 
On appelle KM I’ensemble des representations unitaires irreductibles de K 
ayant un vecteur M fixe; si 8 E KM on note -YAG (resp. X6) le sous espace de 
-YA” (resp. X”) form6 des vecteurs se transformant suirant fl,,, selon 6. Alors 
XA = &l~, XAs (resp. X = &gM X6) es t 1 e sous K-module de X,= (resp. Xw) 
forme des vecteurs K finis et I’application Y,, = XA* 4 X8 est un isomorphisme. 
Les rCsultats suivants sont bien connus (cf. [l] par exemple). 
LEMME 1. X, (resp. X) est un sous U-module de X,,ffi (resp. X”“). 
Pour tout S E K,,, on note P6 le projecteur de X sur /X6 parallelement a 
OvekM-Isl Xv et pour tout 6, Y 6 gM , II E U, on pose II?(U) = PB 0 IT,(u) 0 PY. 
LEMME 2. Si u E U et d”u = p, l’application de a* dans Hom(XY, -X6) d+nie 
par h + l7,“y(u) est polynomiale en X de degre’ infbieur au t!gal d p. 
Pour tout S E KM, soient EJ un espace dans lequel est rCalisCe 6, ES0 le sous 
espace des vecteurs M-fixes de E, , n(6) = dim E,s, l(6) = dim Eao, e16,..., e$8) 
une base orthonormee de E, telle que et6 ,..., eyc8) soit une base de Edo. On note 
et I’elCment de Cm(K) defini par ef#) = <ej6, k . e,“), 1 < i,j < n(6). Alors 
les et , 1 < i < Z(6), 1 < j < n(6), sont des elements de X6 et en forment une 
base; les applications Ci , 1 < i G 1(s), de E, dans X definies par Vi(w)(k) = 
c:v, k . ei6>, v E E 6, forment une base de Hom,(E, , X) w E,O et X6 = 
@ffi Tti(Eb). Une base de Vi(Ed) est l’ensemble forme des efj , 1 < j < n(6). 
Pour tout 6 EK&[, tout 1 < i, j < n(8), on note Pfj l’operateur de XL defini 
par P,“i(q~) = n(S) efj * p, q E Xm; Pfj laisse X invariant. Pour 1 < i < n(6) on 
note Pi6 au lieu de Pi” . On verifie saris peine que pour 1 < i, j < n(6), on a 
Pfj 0 Pi&= Pi6 0 Pi” = Pfj . Ainsi pour tout 1 < i <n(S) Pi8 est un projecteur de 
SK et, si on note Xi6 son image, pour tout 1 < i, j < n(6) Pt induit un isomor- 
phisme entre XF et XiS; pour 1 ,( i < n(6), Xi6 est le sous espace de X6 forme des 
vecteurs se transformant par n, ,R comme le vecteur eis E E6 se transforme par 5; 
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unr base de Xi6 est efl ,..., eT,o, et Pfj(ejs,,) = ef,,, , I ::I IN ::; I(S); on a P” = 
~~~ pi”, 6 E ~.~j ) et -Yys = @$~~ Xi”. Enfin on voit que les opkrateurs Pi”, , 
< i, j :< n(6), commutent aux opkrateurs Tf, 0 T’;;1’, 1 :< 12. 711 5, Z(S), qui sont 
des isomorphismes de K-modules entre T,,,(E,) et C,(E,): comme 6 est une 
reprkentation irrkductible de dimension finie de K on peut trouver un ClCment 
u E U(1) tel que Pf; = P6 = IIJa) 0 P6. 
Pour tout 6, y E R,b, , tout 1 < i < n(6), 1 >$ j s.< n(y), tout u E 1f on pose 
u:;(h) = PF o n,!(U) o Pj", (4) 
u$’ est un ClCment de s(a) @ Hom(XjY, X,“) ; on notera FfT le sous espace de 
,S(a) @ Hom(Xjy, Xid) form& des ~2, u E U. Pour tout 1 < i, i’ < n(8) et 1 ,C j, 
j’ < n(y) on a ufYj,(h) = Pf,i o Pi8 o Pi”, 0 n,(u) o Pj’j o Pjv o PL, , et d’aprts ce 
que l’on a vu, on peut trouver a et b E U(f) tels que Pi = P6 * ITA 3 Pa et 
PFj = Py 0 ITA 0 PY. On voit alors que pour tout 24 E U, h E a* 
&(X) = Pfri 13 (aub)fj! 0 PYj, . (5) 
Soit pour p, q E N Mg,4 l’espace des matrices sur C g p-lignes et q-colonnes. 
Pour tout 6, y E K,, , 1 < i < n(6), 1 < j < n(y), on appelle encore F$’ le sous 
espace de S(a) @ M,~,,,,c,, form6 des applications X a M(@‘(h)), u E U, oti 
M(u$(h)) dtkigne la matrice de u$(/\) sur les bases de X,y et Xt choisies plus 
haut ; on voit que F$ ne dCpend pas de i, j: on appellera cet ensemble F&v. Des 
raisonnements analogues montreraient que F&Y ne dCpend pas du choix des bases 
orthonormkes ejs, I < i < n(6), 8 E & , telles que e16,..., e:,,, soit une base 
de E,O. 
On note 0 la reprksentation triviale de K. Alors dim X0 = 1 et .Y” = C.1 
oti 1 dksigne la fonction constante &gale k 1 sur K. Dans la suite on ne s’intC- 
ressera qu’aux espaces Fdo que l’on notera F8: de m&me on notera ujs au lieu 
de UT! pour u E 21, 1 < j < n(6). F6 est un sous espace de S(a) @) Va). Enfin 
F6. F” C F6 (produit matriciel) et F* est un F’ module. 
3. LA DETERMINATION DES ESPACES F6 
On a la dkomposition 
U =U(a)@[fU@ZLn]. (6) 
Pour tout u E U on note p, l’unique ClCment de U(a) tel que u - pu E fU @ Un, 
et on note y(u) 1’ClCment de S(a) tel que Vh E a y(u)(X) -= &(A - p). 
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Soit So le sous espace de s(a) form& des elements W invariants. Alors 
d’aprb Harish-Chandra [4a] 
est une suite exacte. 
On Ccrira, pour h E a* 24 E U, r(U)(h) = y(U : X). 
D’apres Kostant [6] on a pour tout II E II’ tout X E a* 
n,(u).1 =y(ll:h)*l. 63) 
LEMME 3. P = ,!3(a)w. 
Preuve. D’apres (8) S(a)w C I;O. Reciproquement soit II E U. Puisque 
U = Uf @ [t, U] il existe v E IV unique tel que u - v E [t, II]. Alors Uo = d 
et 7Y E s(a)W. Q.E.D. 
Nous avons maintenant besoin de definir les operateurs d’entrelacements 
entre les differentes representations IIA . 
On munit X- de la topologie definie par les semi-normes. 
Cette topologie fait de Xm un espace de FrCchet. 
Pour tout w E W on pose A(%,) = do n w-‘(A,) et n, = @.Edc,j w 0 n”); 
IV, designe le sous groupe analytique de N d’algebre de Lie n, et IV, designe 
le sous groupe oppose 2 NW. 
Pour tout X E a* et tout q~ E Xm on note vA l’unique Clement de Xhm qui 
prolonge 9, i.e., tel que r,(v,) = q. 
Pour tout w E W, X E a* soit l’indgrale 
oh m E M* est un representant de w: cette integrale, lorsque elle existe ne depend 
pas du choix de m. 
Les resultats suivants sont demontrek dans Schiffmann [8]. 
Soit w E W: 
(i) A,‘(X) v(k) converge absolument pour tout 9 E Xz tout k E K si et 
seulement si pour tout cy E do Re h, > 0. Dans ce cas l’application 9 -+ A,‘(h)p, 
dtfinit un operateur de X”, continu, et entrelacant les representations 17, et 17wh ,
(ii) Soit I’, la fonction meromorphe sur a* dtfinie par 
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ou r designe la fonction Gamma classique, alors pour tout v E .Y’ k E AT, 
I’application h -+ (l/T,(h)) A,,‘(h) y(k) se prolonge en une fonction en&r-e dans 
a* non nulle si 9) + 0. 
Lorsque h n’est pas pole de r,(, l’application v + -4,‘(h)p, definit un operateur 
continu dans X” entrelacant les representations n,, et II,, . 
D’apres Gidinkin et Karpelevic [3] on a 
A,,(h) 1 = C,,.(A) . 1 (11) 
ou C,(X) est une fonction meromorphe de h non n&e. 
On pose A,(h) = C,(h)-1A,‘(h). Al ors A,(A), lorsqu’il est defini est un 
operateur continu de XI” dans X” entrelacant ZI,, et IIU,,j , et il est normalise en ce 
sens que A,(h) . 1 = 1. On a A,(h)X C X et pour tout 6 E R, , tout 1 <<j < n(6), 
21$)XjB C Xjs. Si on note A;,,(h) la restriction de A,.(X) a XjS on voit que 
P,“, 0 A;,,(h) 0 Pfi == *$,,(A), 1 < i, ; .< n(S) (12) 
ainsi la matrice de A;,,,(h) sur la base de Xjs formee des e$ , 1 << k .< 1(S) ne 
depend pas dej. On la notera A,“(h). 
Pour tout 6 E &, tout u E F6 tout w E Won a 
u(wh) =I A,*(h) u(h), XEa*. (13) 
On note Ia le sous espace de s(a) @ @ l(8) form6 des elements verifiant (13) 
pour tout w E W. On a F6 C Is et I0 = s(a)‘+’ = Fo. 
Nous allons prouver que F” = I6 pour tout 6 E &, . 
On a la decomposition U = U(a) @ [Uf @ nU] et pour tout u E U on note p” 
I’unique Clement de U(a) tel que u - p” E Uf @ nU. 
Soit g = f @ t) la decomposition de Cartan choisie a la section 1. Soient 1 le 
sous espace de S(r)) forme des elements ad K-invariants et H le sous espace de 
S(t)) form6 des elements K-harmoniques (Voir Kostant et Rallis [7]). On pose 
/* = fl(/) et H* = /3(H) (voir section 1). Alors d’apres Kostant et Rallis [7] 
U = Uf @ H*J*. (14) 
On considere H* comme un K module pour la representation adjointe et pour 
tout h E a* on designe par T, l’application de H* dans X definie par: 
T,(u) = II,(u) . 1 UEH* (1% 
alors T, est un morphisme de K modules tel que T,(H*) = Z7,(U) . 1. De plus 
on a: 
T&4(4 = P”@ + P) UEH*, hEa*. (16) 
Soient 6 E IZ>\, or ,..., CT,(~) une base de Hom,(E, , H*),f, ,...,fits, une base 
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de Z&O. On definit alors la matrice 1(S) lign es, Z(S) colonnes a coefficients poly- 
nomiaux, P”(A) comme la matrice ayant pour coefficient Q la iime ligne et pm”’ 
colonne p”iCfj)(h + p) = TA(ai(fj)(e)). 11 est clair que le rang de PS(h), au point 
X E a*, ne depend pas du choix des bases {ui, 1 < i < 1(S)} de Hom(E, , H*) et 
{fj , 1 d j < @)I de Go. 
Les resultats suivants sont demontres dans Kostant [6]. 
(i) On a X, = 1I . lA si et seulement si, pour tout 6 E &,, , Pa(h) est 
inversible. Dans ce cas TA induit un isomorphisme de k’ modules entre H* et S. 
(ii) Pour tout 6 E lZM, pour tout 01 E do il existe un sous ensemble fini 
12 de N tel que 
det P*(h) = c n n (A, + m, + n) 
aeLlo ,EJ,6 
(17) 
ou c est une constante non nulle. 
On deduit immediatement de cela le lemme suivant. 
LEMME 4. Soit a’ l’ouvert de a* dt@i par Re A, > -(m,/2). I1 existe un 
nombre 8 strictement positif tel que VA E a’ / det P8(X)I > 8. 
PROPOSITION 1. Soit 8 E I&< . II existe des &me&s v, ,. .., z+(B) de Fa tels que 
on ait pour tout h E a* det [vi(X),..., vlca,(h)] = c det P”(h), c # 0. 
Preuve. D’apres les resultats precedents on voit que T,: H* - X est un 
isomorphisme de K modules. On prend alors comme base de Hom,(& , H*) les 
elements 0i ,..., arts) tels que pour tout 1 < i < f(S), ‘C”i = T, 0 oi et on choisit 
fi ,..., fits) base de Ejo telle que P”(p) soit la matrice unite. 
Pour tout v E E, on peut Ccrire 
265) Z(6) 
~A(u~(v)) . 1 = C ~ji(l\) G,(V) = 1 ~ji(X) T, 5 “j(v). 
j=l j=l 
On a alors les relations 
et I-l,(udh)) l(e) = T~(udfj))(e) = P”i’f”(x) 
et done 
Vii(h) = pyh), 
et ne depend pas de v. 
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D’autre part nA(a,(eks)) * 1 = xi!?: e;,(h) Tj(eks> = xi?: %(A) eik , ainsi les 
vecteurs colonnes 
repondent a la question. Q.E.D. 
THBOR~ME 1. On a Fd = 16, et Fs est un I0 module libre de dimension l(6). 
Preuwe. 11 est clair que, de la m&me facon que F6, Z6 est un I0 module. Nous 
allons prouver que Z6 est un I0 module libre dont une base est oi , 1 < i < I(S): 
comme wi E F6 pour 1 < i < Z(S), le theoreme sera dtmontre. 
Soit u E Is, d’apres la theorie de Cramer, pour h E a* tel que det Pa(h) soit non 
. . 
null1 existe tl(A) . t,(,)(A) tels que 
165) 
u(X) = c w&q t&i) 
i=l 
et on a t&i) = [det P”(x)]-$(A) avec 
g,(h) = det[v,(X),..., a,-,(h), u(A), wi+r(h),..., w,(,)(h)] pour tout 1 < i < Z(6). 
Ainsi les tj , sont des fractions rationnelles sur a*. 
Puisque u E Z6 et wi E Is, 1 < i < l(6), pour tout w E Won a 
l(6) Z(6) 
u(wX) = AJA) u(A) = c A,:@) f+(h) t,(h) = 2 w&h) c(X) 
i=l i=l 
et ainsion a Vw E W, VA E a*, Vi, 1 < i < l(6), tJwh) = &(A). 
En&r, d’apres le lemme 4, pour 1 < i < Z(6), tj est une fraction rationnelle 
n’ayant pas de pole dans a’: comme elle est W invariante et que a* = uUIEW wa’ 
elle n’a pas de pole dans a*. Pour tout, 1 ,( i < Z(S), tj est done un Clement de 
Z”. Ainsi Z6 est engendre comme I0 module par r.!r .. w,(s) . De plus il r&&e de la 
theorie de Cramer que l’ecriture, u = xifj w,t, , est unique. Ainsi zlr ... z’l(S) 
est une base de I6 comme I0 module. Q.E.D. 
4. LA TRANSFORMATION DE FOURIER POUR LES FONCTIONS Coo 
A SUPPORT COMPACT SUR G/K 
On note indifferemment 9 l’espace des fonctions Cai sur G/K et a support 
compact ou l’espace des fonctions CX sur G, invariantes a droite par K et a 
support compact. Pour tout Y > 0 on appelle 9?T le sous espace de 9 forme des 
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fonctions a support contenu dans vr . On munit 33,. de la topologie defmie par 
les semi-normes. 
Muni de cette topologie 9r est un espace de FrCchet et 9 = Ur,09?,. . On 
munit alors 3 de la topologie limite inductive: 5& est un L.F. .9 est aussi une 
algebre pour la convolution et I’application de 53 x 9 dans .9 definie par 
(f,g) -f + g est continue. 
Pour tout f E 9 on definit un operateur I7,( f) de Xc dans X” par 
On a alors pour tout f,g E9 et tout 24 E U Wf * A = Wf )17,(g) 
et K(u * f) = Ii,(u) K(f) et G(f * 4 = 4(f) 4(u). 
Un calcul facile montre que 
(20) 
Ainsi n,( f ) est un operateur de rang 1 s’annulant sur l’adherence dans Xao de 
@sEkM-tO) X6. On peut done l’identifier a I7,( f ) 1. On appellera transformee 
de Fourier de f l’application de a* x K dans @ definie par (A, k) + nA( f ) . l(k). 
On notera f cette fonction de 2 variables. On a 
f(h : k) = IAx, f (km) uA+p da dn. (21) 
Pour tout Y > 0 soit Zr l’espace des fonctions de a* x K dans @ verifiant: 
(i) Vk E K h -+ f (h : k) est holomorphe, 
(ii) VA E a* k -+ f (h : k) est dans Xm, 
(iii) VA E a* VW l Wf(wh : ) = A,(h) f(h : ) 
(iv) Pour tout NE N et tout u E U(f) 
sup (1 + I/ X lI)N e-‘IIReAllv,(f(h : )) < +co. 
AEO’ 
Comme les operateurs A,(h) de X” dans X” sont continus, les espaces ST, 
Y > 0, munis de la topologie detinie par les semi normes 
%,u,df) = ;i; (1 + Ii h !I)” e-rllreAbU(f (A : )) (22) 
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sont des espaces de Frechet. Soit 2 == lJ,>,, 2-r , alors, comme 9, 3 est muni 
d’une structure de L. F. Les fonctions sur (I* I*’ K verifiant les conditions (i), 
(ii) et (iv) seront dites de type r-exponentiel. 
D’apres Helgason [5, pp. 458; 4711 ‘I i existe une constante C ‘2 0 telle que 
pour toutfE9r~r..l,0(P) < Cv r,l,l( f ). En appliquant cette relation a la fonction 
24 *f * ~1 avec 24 E U(f) et z’ E Uf, comme on a (U *f * v)(h : ) = y(a : A)u * (S(/\ : )) 
et y(Uf) = S(a)W, on voit que pour tout polynome Q E S(a)w il existe z’ E Zlf tel 
que pour tout u E U(f) tout X E a* on ait j Q(X); v,(p(X : )) < Cv,..,(,,(f) er’iReAll. 
Or on sait qu’il existe des polynomes 1; ,..., I;,, elements de ,!?(a) ([WI est 
I’ordre du groupe IV) tel que S(a) == xi:: S(a)w’l; (cf. Harish-Chandra [4a]). 
Si d = SU~,~~~[~I d”Vi , pour tout polynome Q E S(a) on peut trouver une 
constante C > 0 et un Clement ZJ de Uf tels que pour tout u E U(f), tout h E a* 
on ait e-rllReAll / Q(h)1 vU( f (X : ))I < C(1 + 11 X ‘l)d~,.,ll,u(f); done pour tout 
u E U(f), tout NE K, pour tout f~ 9,. , r~~,,,,.~( f^) < + co et l’application de 9, 
dans Rf definie parf-+ qr.,,,(f) es une semi-norme continue. Ainsi pour tout t 
r > 0, Vf E 9?r f~ z. , et l’application f -+ [de 8, dans Xr est continue. 
On rappelle que, il existe une normalisation de la mesure de Lebesgue sur 
ian* telle que l’on ait la formule d’inversion suivante (cf. Warner [IO, Tome II, 
3411): pour tout f E 9 
fk) = jKxiaE*3s : 4 e(A-o)(Hk+r.)) 1 C(X)l-2 & & (23) 
oh C(X) est une fonction meromorphe de X telle que 1 C(h)j-a soit analytique 
rtelle sur ian* et y definisse une distribution temperee. 
Ceci montre que l’application de B dans S’f - p est injective. De plus pour 
tout FE &’ l’inttgrale 
(24) 
converge absolument pour tout g E G et d&nit un Clement de C=(G/K). 
5. LE THI?O&ME DE PALEY-WIENER POUR 9 
Pour tout 6 E KM et tout i, j, 1 2; i, j :g n(6), on definit l’operateur Pfj de 
C”(G/K) dans C=(G/rC) par 
Pfj(f) = n(8) eL”, c f f~ C?(GIK). (25) 
Pour 1 6 i < n(6) on note Pia au lieu de P,“, et pour I .< i, j < n(S) on a 
pi” 0 P,” = Pfj o Pj” = Pfj . Ainsi les PC definissent des projecteurs de C”(G/K): 
I’image de Pia dans Cz(G/K) est le sous espace de C%(G/K) forme des elements 
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se transformant par l’action de K par les translations a gauche comme le vecteur 
ei8 par la representation 6. Soit Pa = C:Ei Pia, alors d’apres Harish-Chandra [4b] 
pour tout LIZ Ca(G/K) tout II E U on a u *f = x8+, u * P”( f ), la serie &ant 
uniformement convergente sur tout compact. 
Pour tout 6 E RM soit ffr ... Us la base de Hom,(E, , H*) telle que T, 0 oi = Vi 
(cf. section 3). Pour tout 1 < i < n(6), soit H,rps le sous espace de H* engendre 
par les vecteurs al(eis),..., a,&ei8). Alors il n’est pas difficile de voir que 
(Hi*‘) x c?(K\GiK) C P$?(G/K)), 1 < i < n(S). 
Pour tout 6 E I?,+! , tout 1 < i, j < n(6), tout f E C”(G/K), supp P,“,(f) C K. 
supp f: ainsi les operateurs Pz”j laissent fixes les sous espaces Qr , r > 0 ainsi 
que 9. Pour tout 6 E 12, , tout 1 < i < n(6), on pose gi” = Pi’(g), =9f,i = 
9r n 9’iS = PF($Zr). Pour tout f E9? on a f = &E~M P”( f ) la serie Ctant 
convergente dans 9. Enfin pour tout 1 < i, j < n(6) Pfj definit un isomorphisme 
entre .Z6 et 8J et entre -“p,j et ~~,i r > 0. 
Dans’& on*definit aussi des operateurs Pij par la relation 
(Pfj(F))(h : k) = Pfj(F(h : ))(k) (26) 
oh le second P,“, est l’operateur defini a la section 2: ces nouveaux optrateurs 
verifient encore les relations Pfj o Pj6 = Pie 0 Pi”j = Pfj , et laissent stables les 
sous espaces Xv, r > 0; Pi6 est un projecteur, Xi6 (resp. *f,i) est son image 
dans 2 (resp. Z&Y) et P,“,: sj6 --+ His est un isomorphisme. Pour tout h E a* et 
toutF E 3EF on a F(A : ) = &stM xiy (P,sF)(A : ) 1 a serie &ant convergente dans 
A-a. 
Pour tout f E S on a P,“( f )^ = Pp”( /) etf^ = x [P,s( f )I^ la serie convergeant 
dans X. 
Lorsque 6 = 0 il n’y a qu’un projecteur P’J et son image dans 9 est 59” le 
sous espace des fonctions spheriques. Dememe dans &’ il y a un seul projecteur 
PO: son image X0 est le sous espace des fonctions ne dependant pas de k E K. 
Alors l’application de Qs dans Z”f + f^est la transform&e de Fourier spherique. 
Le resultat suivant, dii B Helgason, se trouve dans Gangolli [2]. 
LEMME 5. Pour tout r > 0 l’application de 9,O dam ZF d$inie par f -f est 
un isomorphisme d’espaces de Frkhet. 
PROPOSITION 2. Soient 6 E A!,,{ et 1 < j < n(8). Pour tout F EA?~,, j il existe 
f 6 TZ?~,~ telle que f = F. 
Preuve. Soit FE %f,j . On peut Ccrire F(X : ) = ~~~~ F&I) efj oh pour tout 
1 < i < l(6), tout h E a* on pose F&I) = n(8) SK F(A : k) e&(k) dk. Ainsi pour 
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1 < i < I(S), F, est de type r-exponentiel. Soit F l’application de a* dans 
@r@) definie par 
Pour tout w E W on a Ft,,,,) = A,,.6(A) F(X). 
En reprenant la demonstration du theoreme I on voit que les fonctions 
meromorphes dans a*, 1 < i < 1(S), q(A) = q&)/det Pa(h) avec qi(X) = 
det[wer,(/\),..., “i-l(A), F(h), ai+l(X),*.*, z’zu)(~)I sont W-invariantes et telles que 
z(s) 
F(h) = 1 vi(h) ai@). 
i=l 
Comme d’une part qi(h) est le type r-exponentiel et que d’autre part 
i det Pa(X)1 > c6 > 0 pour h E a’ on voit que pour tout 1 < i < Z(S), 0~~ est de 
type r-exponentiel sur a’; mais 01~ est W-invariante et la propriM d’&tre de type 
r-exponentiel aussi, done 0~~ E Sr” pour 1 < i < Z(S). On peut alors trouver 
des fonctionsfi E 9,“, 1 < i < 1(a), (Lemme 5), telles que fi = 0~~ , 1 < i ,( l(6). 
Posons f = xiri ai * fi . Alors on a f = F et comme pour, 1 < i < 1(S), 
ai E Hj*e et fi E L@,.O on a f E Z2,b,j . Q.E.D. 
Remarquons que l’on vient de prouver aussi le resultat suivant: 
PROPOSITION 3. Soit BK le s ous espace de 9 formP des fonctions K-jinies h 
gauche. Alors gK = (H*) * so = II * go. Soiettt 6 E KM et 1 < j ,< n(8) aloes 
tout f E gi8 s’krit d’une facon unique f = xi:i u,(ej) * fi aaec fi E@ pour 
1 < i < l(6). 
Nous allons maintenant prouver le theoreme de Paley-Wiener pour 9: 
THBOR&ME 2. Pour tout Y > 0 l’application 9%1 4 Hr dtifinie par f-f est un 
isomorphisme d’e.v.t. L’application de 9 duns X dt$nie par f-f est un iso- 
morphisme d’e.v.t. 
Preuve. La seconde assertion du thtoreme r&&e de la premiere. On sait 
deja que pour tout Y > 0 l’application f-f est une injection continue de Br 
dans ST,. . D’apres le theoreme du graphe fermC pour les espaces de FrCchet, il 
suffit, de prouver que I’application f -3 est surjective. Ceci resulte de la pro- 
position suivante. 
PROPOSITION 4. Soit FE X,. , alors l’blkment f de C”(G/K) de’jini par la 
formule (24) est dans 9’, et ii h$ief = F. 
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Prewe. On af = &EgM xi:i Pis( f ) la convergence &ant uniforme sur tout 
compact. 
Pour tout 6 E ITM ,I L< i < n(S), on a 
P,S(f)k) =1 PF(F)(X : k) e(A-o)H(g-‘kJ / C(A)1 -2 dk dA. 
K) inl* 
Comme Pi6(F) E Zf,i il existe d’apres la proposition 2 un Clement f’* E LS?~,~ 
tel que fj”^ = P;(F). En appliquant la formule d’inersion (23) a fi” on voit 
que f :” = P,S( f ). Ainsi f E ~!9~ etf = &,g, ~~~~ Pi*( f ) la serie convergeant dans 
9. Done p = xaot x:zi Pi8(F) la serie convergeant dans s?. Mais pour X E a* 
F(h : ) = &Et, 2:; P:(F)@ : ) la serie convergeant dans X=. Ainsi VA E a* 
Vk E K !(A : k) = F(h : k). Done 4 = F. Q.E.D. 
Remarque. En prenant la transformee de Fourier sur -4, on obtient une 
nouvelle demonstration du theoreme 8.4 de [5]. 
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